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Selbstdifferenzierung

Das Problem: Wie kann man den unterschiedlichen Lernenden gerecht werden
und sie ihren Fahigkeiten, ihrem Leistungsstand, ihren (korperlichen, geistigen,
...) Voraussetzungen etc. entsprechend fordern?

In Bezug auf Aufgaben: Wie kann eine Aufgabe Bearbeitungen auf unterschiedlichen
Schwierigkeitsniveaus, mit unterschiedlichen Strategien ermdglichen?

AuRere Differenzierung Innere Differenzierung Selbstdifferenzierung
(Binnendifferenzierung) _
o Trennung von o (Gemeinsame Lern-
Lerngruppen o Gemeinsame Lern- gruppe
o unterschiedliche gruppe oder zeitweise o gleiche Aufgabe
Gruppierung

Aufgaben
o z.1.unterschiedliche
Aufgaben
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vom Hofe et al. (2016)

Anschauung und Strenge Sy

Kalkil und Vorstellungen

o ,Anschaulichkeit” ist Kernforderung schulischen Lehrens und Lernens
© Ankniipfung an Handlungen, Bilder, Erfahrungen von Lernenden
o Gefahr: Denkmuster tragen nicht bei Kernbegriffen der Analysis

= Formelsprache als Regulativ gegen , Denkfehler”
= Unterricht ist Gratwanderung zwischen Vereinfachung und Verfélschung
Sinnvolle Elementarisierungen & Vorstellungen in Verbindung mit Kalkdil

Fokus auf Vorstellungen der Schiilerinnen und Schiiler
und wie man Vorstellungen ausbilden und fordern kann.

UNIVERSITAT@ OSNABRUCK



1. Ausgewahlte Grundvorstellungen
zu Integral und Ableitung
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vom Hofe & Blum (2016)
vom Hofe (1995)

Grundvorstellungen s
idealtypische Deutungen mathematischer =

Konzepte (, Wunschvorstellungen”) Individuum
normative Leitlinien, die Beziehungen A

zwischen Mathematik, Individuum und Realitét

beschreiben Realitit Mathematik

Bedeutungskonstitution Flexible mentale Modelle : Fahigkeit zur Anwendung
durch Ankniipfung an erlauben operative . mathematischer Konzepte

Erfahrungen, Wissenoder : i  Manipulationenim : durch Erkennen

vorhandene Vorstellungen Arbeitsgeddchtnis gemeinsamer Strukturen

Primére GV ~Sekund5re GV ............ @ ..................... @ .........

Alltagliche Kontexte Symbolisch reprasentierte .
& Handlungen Objekte & Manipulationen s [—J—[—1
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vom Hofe & Blum (2016)

Aspekte von Grundvorstellungen el

Nutzen fiir Mathematikunterricht

e didaktische Leitlinie im Hinblick auf ein didaktisches Ziel
e hergeleitet aus inhaltlichen Uberlegungen

Der normative e beschreibt Deutungsmdglichkeiten eines Sachzusammenhangs
Aspekt bzw. dessen mathematischen Kerns
e Rekonstruktion individueller Vorstellungen von
verschiedenen Lernenden
Der deskriptive e weichen unterschiedlich stark von den
Aspekt normativen Leitlinien ab

¢ Planung und Umsetzung von mathematischem Unterricht

i & Grundlage ist die Analyse & der Vergleich normativer
Der konstruktive Leitlinien und deskriptiver Erkenntnisse

Aspekt
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Grundvorstellungen zum Integralbegrift

Greefrath et al. (2016)
Danckwerts & Vogel (2006)

Blum & Kirsch (1979)
Grundvorstellungen zum
Integralbegriff
Rekonstruktions- . / Kumulations-
vorstellung Flacheninhalts- Mittelwerts- vorstellung
vorstellung vorstellung
8

UNIVERSITAT @ OSNABRUCK



Grundvorstellungen zum Integralbegrff oo oo

Rekonstruktionsvorstellung

16-16 Zufluss in %
Das Integral einer Funktion als 8t
rekonstruierter Bestand aus Tl . Zeitinmnd
Anderungsraten 4] 10 20 130 40 5060 70
-12+
= a) sachkontextbezogen o
Zuflussgeschwindigkeit Rekonstruktion . \Wassermenge
(beliebiger Zeitpunkt) (beliebiger Zeitpunkt)
Lokale Anderungs- Rekonstruktion |
o > Funktion V
rate(nfunktion) V
9
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Grundvorstellungen zum Integralbegriff , Serane 26

Rekonstruktionsvorstellung

R g CoETeO o = b)innermathematisch: Rekonstruktion
. Das Integral einer Funktion als : .
einer Stammfunktion

rekong_truierter Bestand aus
Anderungsraten

= keine Betrachtung des Flacheninhalts

A
-9

5 6

10
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Grundvorstellungen zum Integralbegriff s axisenss

Flacheninhaltsvorstellung

..........................................................................................................................

Das (bestimmte) Integral einer Funktion als orientierter Flacheninhalt
eines durch den Funktionsgraphen festgelegten Flachenstiicks

o  Grundvorstellungsumbruch aus der y
Sekundarstufe [: ,,es gibt keine negativen
Flacheninhalte”

o Felix Klein: , Schneiden Sie aus
und wiegen Sie!”

o Vorstellung umfasst Integralfunktion,
Ergebnisse von Berechnungen, etc.
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Graphisches Differenzieren

Grundvorstellungen zum
Ablertungsbegriff
: Lokale Verstarkungsfaktor
Anderungsrate
Tangentensteigung

Lokale Linearitat
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Grundvorstellungen zur Ableitung e

Tangentensteigung t

. Die Ableitung einer Funktion an einem L
. Punkt gibt die Steigung der Tangente in

diesem Punkt an @ ; /
t

= Statisch: Schmieggerade in einem Punkt 1
= Dynamisch: Den Graphen entlang

0 1 2 3 4
o global vs. lokal /7

o Blick auf beliebig kleine Umgebung eines Punktes

Grundvorstellungsumbriiche
Weiterentwicklung Tangentenbegriff Biichter (2014)

Kreistangente Berlihrgerade Schmieggerade

13
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Graphische Verfahren im Unterricht

O

Grundvorstellungen eng verbundenmit .=

graphischen Darstellungen 7

- : Y 4 *3 T 1 % . ; - P gt
Ubertragung zentraler Begriffe s L N

der Analysis in Graphische

Zeichnen/Skizzieren des Graphen einer Die Ableitungen der Sinus- und

Integralfunktion bzw. Skizze des Graphen Kosinusfunktion werden mindestens
der Ab|eitungsfunkﬁon grafisch plausibel gemacht.”

Graphische Verfahren erméglichen

die Thematisierung verschiedener Anhand der grafischen Darstellung von Anderung und
Bestand werden die Zusammenhéange entdeckt und erklart.

Grundvorstellungen. Das Integral kann als Bestand und unter bestimmten

Bedingungen als Flacheninhalt interpretiert werden.

Die Schulerinnen und Schuler leiten
Funktionen graphisch ab.

leiten Funktionen graphisch ab und entwickeln umgekehrt zum Graphen der
Ableitungsfunktion einen passenden Funktionsgraphen
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2. Graphisches Integrieren
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Graphisches Integrieren

Flacheninhaltsvorstellung
Das (bestimmte) Integral einer Funktion als orientierter Flacheninhalt
eines durch den Funktionsgraphen festgelegten Flachenstiicks

| | | | |
| | | | |
| | | | |
1A | | u |
1
1 ® l I u I
| |
A | | |
| ¢’ A | |
| | o3 1'% Ac
| | | | ®
@ i ] u T
0 1 2 3 4 5 6
| | | | |
16

UNIVERSITAT @ OSNABRUCK



Graphisches Integrieren

Flacheninhaltsvorstellung

..........................................................................................................................

Das (bestimmte) Integral einer Funktion als orientierter Flacheninhalt
eines durch den Funktionsgraphen festgelegten Flachenstiicks

| | | | |
| | | == = O
| | | B e |
A o S P it B o ey u |
1 o L .-
| ESEEEe e | |
| | |
K '
u. g 2 A | |
Eesepemong ° > 12 Ac
(o \1 | | 7
@ ] ] u T
0 1 2 3 4 5 6
| | | | |
17

UNIVERSITAT @ OSNABRUCK



Graphisches Integrieren

Flacheninhaltsvorstellung
Das (bestimmte) Integral einer Funktion als orientierter Flacheninhalt
eines durch den Funktionsgraphen festgelegten Flachenstiicks

UNIVERSITAT @ OSNABRUCK




Graphisches Integrieren serford & R 180
Rekonstruktionsvorstellung

R g CoETeO o = b)innermathematisch: Rekonstruktion
. Das Integral einer Funktion als : .
einer Stammfunktion

rekongtruierter Bestand aus

: Anderungsraten ; _ .
= keine Betrachtung des Flacheninhalts
z E 3 ?
) | | i
| | A |
I I 4 A
| | | SEEEERS
JEEEEENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
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Arbeitsphase ,,Graphisches Integrieren”
25 min

Bilden Sie Gruppen von zwei Personen.

a) Integrieren Sie den abgebildeten Funktionsgraphen graphisch.
(Teilen Sie sich auf: Eine Person nutzt ausschlielich die
Rekonstruktionsvorstellung, die andere Person ausschliel3lich die
Flacheninhaltsvorstellung.)

b) Tauschen Sie sich dariiber aus, wie Sie bei der Lsung vorgegangen sind.
Vergleichen Sie insbesondere die beiden mdglichen Vorgehensweisen hinsichtlich

der Nutzung im Analysisunterricht —was sind Vor- und Nachteile der jewelligen
Methode?

¢) Entwickeln Sie einen eigenen Funktionsgraphen bzw. eine eigene Aufgabe fiir
das graphische Integrieren, um selbstdifferenzierendes Arbeiten zu ermdglichen.
Welche Eigenschaften des Graphen sind hierfiir férderlich?

21
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Integrierter Graph
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3. Potentiale und Herausforderungen
flr eine unterrichtliche Umsetzung
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Potentiale & Herausforderungen

Ubersicht

Vermeidung/Thematisierung

= = graphischer Algorithmen”
Vielfaltige unterrichtliche

Einsatzmdglichkelten

Berlicksichtigung einer

e e ganzheitlichen Begriffsbildung

Diagnose individueller
Vorstellungen

.......................................................................

Vernachlassigung der .
Charakteristika spezifischer |
Funktionsklassen '

24
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Potentiale

Vielfaltige unterrichtliche Einsatzmdglichkeiten

Binnen- und
Selbstdifferenzierung

O

Bearbeitungstiefe: Charakteristische Punkte,
grundlegender Verlauf, Intervalle, Quantitaten

Eigene Graphen erstellen & mit
Mitschilerinnen und -schiilern austauschen

Vorstellungen ausbilden durch Fokus auf die
Qualitat bestimmter Eigenschaften

GroBenordnungen einschatzen lernen

(Wieder-)Aufgreifen grundlegender Prinzipien
bei verschiedenen Funktionsklassen

Operatives Prinzip/
Funktionales Denken

UNIVERSITAT@ OSNABRUCK

Aktives Operieren mit grafischen Objekten

Begriffliche Abhangigkeiten durch
Kovariation verstehen

25



Potentiale

Diagnose individueller Vorstellungen zu Ableitung und Integral

6

=2 =1 ) 1 2 3 4 1@
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Potentiale

Diagnose individueller Vorstellungen zu Ableitung und Integral




Miriams Losung
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Simons Lésung
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Herausforderungen inger (2017

Auswendig gelernte Schemata

Beispiel fiir graphisches Differenzieren
= ,An den Extremstellen der Funktion sind die Nullstellen der Ableitungsfunktion.”

= ,Verlasst der Funktionsgraph den dargestellten Bereich nach oben rechts, ist die
Ableitungsfunktion rechts der groldten Nullstelle positiv, ansonsten negativ.”

= ,Am linken Ende des Plots verfahrt man analog.”

= . Nun zeichnet man den Graphen der Ableitungsfunktion und wechselt zwischen
jeder Nullstelle das Vorzeichen.”

Rezeptcharakter |:>

30

Das , \Warum” ins Zentrum stellen

Auswahl der Graphen
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Herausforderungen

Charakteristika spezifischer Funktionsklassen . Grundvorstellungen zum
' Einheitskreis

. Grundvorstellungenzu
: rechtwinkligen Dreiecken :

Grundvorstellungen zu

//\ /\ //\ trigonometrischen
\\/ ‘ w\¥/a' \ Funktionen

31
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Herausforderungen

Grafisches Differenzieren (1. Schritt)

> X
// »
%%% 7/ \ >
N N
", N
4\\,‘ ; 4
N X x s
@ =3 7 it N S 4 5
1”“%,,% 2.5
”‘%% ,”f >
> 7 - o -
A 1 1 e b

Geometrisch basierte Begriindung (2. Schritt)

UNIVERSITAT @ OSNABRUCK

,Die Ableitungen der Sinus- und
Kosinusfunktion werden mindestens
grafisch plausibel gemacht.”

Grundvorstellungen zu
Funktionen und
Ableitungen

sin(z + h) —sin(z) cos(z) P e e e et e T
h T . Grundvorstellungen zu
. trigonometrischen
sin(x + h) E : .
= Funktionen
. “h o e P e R e e
5in(2) et P . Grundvorstellungen zum
- = Einheitskreis
K ~i Grundvorstellungenzu
| - Q : rechtwinkligen Dreiecken :

o7



Herausforderungen

-----------------------------------------------------------

Ganzheitliche Begriffsbildung g Integralfunktion
Flacheninhalt in der Sekundarstufe | < Rechnerische Bestimmung der

) : = , Flacheninhaltsfunktion :
o Fé&cheninhalt als Merkmal ausgewahlter e :
geometrischer Figuren Anderung des bilanzierten :
o Approximative und rechnerische Bestimmung . Flacheninhalts beim Durchlaufen des
Ursprungsgraphen :
Flacheninhalt im Rahmen der Integralrechnung . Begriff der Fliicheninhaltsfunktion
o Bilanzierung des Flacheninhalts < EInes TP sl IS H™
o Bestimmung fir (quasi) beliebig umrandete N\ i Bilanserd Fachen . ¥
e e e s e S s posussioes o sues &

: » Flichen verschwinden und : : Flacheninhalt unterhalb von
: 5 i Graphen in einem Intervall

NedenZEZahle e e e e e e

® Anspruchsvolle Transferschritte i Flacheninhaltsbestimmung einfache
: E . Graphen (geometrische Figuren)

33
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Herausforderungen

-----------------------------------------------------------

: Integralfunktion 5
< ------- Rechnerische Bestimmung der

Flacheninhaltsfunktion

Ganzheitliche Begriffshildung

Anderung des bilanzierten :
. Flacheninhalts beim Durchlaufen des
Ursprungsgraphen

i Begriff der Flacheninhaltsfunktion !
. eines Graphen (bzgl. Ausgangsstelle) :

-----------------------------------------------------------

Flacheninhalt unterhalb von
Graphen in einem Intervall

Flacheninhaltshestimmung einfache
Graphen (geometrische Figuren)

34
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(Ko-)Variation der linken Intervallgrenze
mit Funktionswerten/-graph

KowaraonvonxWerenund &

bilanziertem Flacheninhalt : Fldcheninhaltsfunktion :

, . Anderung desbilanzierten |

Funktionale Betrachtung des Graphen & Inter- . Fldcheninhalts beim Durchlaufen des
pretation, unterschiedliche Intervallgrenzen Ursprungsgraphen

= e

Kompensation” von : eines Graphen (bzgl. Ausgangsstelle) :

Fldcheninhalten — gsasssesse Sy e NS & G 3 ;
_ = Bilanzierter Flacheninhalt ;
Kumulativer Charakter
1@ 4 1@ 4 1@ [ g Fldcheninhalt unterhalb von
' i ; . / : Graphen in einem Intervall
8 | " N . Flacheninhaltsbestimmung einfache
8 2 A b =X b :  Graphen (geometrische Figuren)
35
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Herausforderungen

-----------------------------------------------------------

Steigung in der Sekundarstufe | <

o Steigung als konstantes Merkmal einer Rechnerische Bestimmung der

linearen Funktion S

o Mittlere Steigung Gber einem Intervall (bel Anderung der Steigung beim

anderen Funktionstypen) < Durchlaufen des Definitionsbereiches

Begriff der Steigungsfunktion einer

Steigung in der Sekundarstufe I

beliebigen Funktion

o OSteigung ineinem Punkt (lokal/global) = [ e
o Das Steigungsdreieck verschwindet i Steigung in einem beliebigen Punkt '
T : i : einer beliebigen Funktion
o Kontinuierliche Steigungsanderung < S s B B ©
—— — ; S e— i
; = oteigungen un : linearen Graphen
Tangenten verschwinden Sy Eooitoot Seeriew
und werden zu Zahlen Steigung ein_er Iinearer_l Funktion als
Steigungsdreieck
36
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Fragen & Diskussion

Alexander Salle (Universitat Osnabriick)



